
パルサーのトルク問題と
中性⼦星内部電流の決定

Shinpei Shibata
Yamagata University

⾼エネルギー宇宙物理学研究会2020@ December 14(Mon), 17(Thu)
オンライン（サテライト会場：東⼤宇宙線研）

中性⼦星種族
PCモデル

道草
トルク問題



current

magnetic field

回転の誘導作⽤

神の⼿

回転駆動型パル
サーの単極誘導モ
デルにおける
トルクバランス

磁⽯は回転
回路は静⽌

トルクバランスの問題は⾓運動量の輸送問題である。

17.1. はじめに

論文用のまとめ (準備中)

トルク問題まとめ
17.1 はじめに
回転駆動型パルサーは (定義によって)、Ė = ℑΩ̇Ωの割合で星の時点エネルギーを系外解放するが、同時
に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
自転角速度、その時間微分である。損失量の比が Ė/L̇ = Ωであることは、系が self-consistentに解かれて
いる限り自動的に満たされるので、注意を払う必要はない。しかし、中性子星とその磁気圏の系は非常に複
雑であり系全体を self-consistentに解くことは容易でないために、系の一部が取り出して研究される。その
ため、この比の関係が成り立っていることは検証されることはない。したがって、この関係を顧慮すること
がモデル構築において役にたつ場合がある。
例えば、Polar Cap からの光子の放射では、系から ϵのエネルギーが放射された時に持ち出される角運動
量は多くても ϵR/c程度であり、両者の比は Ωよりもずっと小さい。回転パワーの重要な部分が Polar cap

から放射されるようなことがあるならば、エネルギ放射にみあった角運動量放射がないので、磁気圏のどこ
かで効率よく角運動量を捨てなければならず、磁気圏全体のトルクバランスに大きな影響が出ると予想でき
る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

17.2 Basic Equation

(基礎方程式)

17.3 Effect of the Polar Cap Accelerator on the Global Struc-

ture

Polar Cap に加速領域があった時に、このことが磁気圏の全体に及ぼす影響を磁気圏のトルクバランスの
観点から調べる。
以下のような簡単なモデルで考察する。中性子星を剛体回転する磁化した導体として、それを取り囲む面

Sを考え、面 Sと中性子星表面 S∗ の間の open magnetic field linse 上に沿磁力線電場を持つ加速領域があ
るとする。(図) S1 は光円柱の内側にあるとする。inner magnetosphere の 加速領域以外は ideal-MHD条
件が満たされているとする。outer magnetosphere では ideal-MHD条件が満たされており、開いた磁力線
にそって wind が出ているとする。
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二極管モデルでも同じ。
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平均のemission siteは光円柱

⾓運動量を適切に捨てるために必要な腕の⻑さは光半径 c/Ω

問題がself-consistent に解かれていれば、エネルギー・⾓運動量関係は
⾃動的に満たされるので気にしなくても良い。だれも気にしていない。
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Fig. 2. 2D slices of the plasma density r2(n/n?GJ) for � = 60�. Top: r✓-plane containing the magnetic axis at the phase � = ⌦t. Bottom: r�-plane at
the equator (✓ = 90�). The radius is expressed in units of RLC. The right panels show zoomed-in views of the regions delimited by the white boxes
drawn on the left panels. The striped wind region is contained within ⇡/2 � �  ✓  ⇡/2 + � (white dashed lines).

to a significant latitudinal spreading of the striped wind region,
well outside of its natural boundaries. At � = 30�, the kink insta-
bility may be responsible for a widening of the stripes of about
10�, whereas there are no noticeable deviations for � = 60� and
above (Figure 2, top panel). The plasma density is distributed in
a highly inhomogeneous and anisotropic manner. The unstriped
wind is composed of a low-density uniform plasma, of multi-
plicity  = n/nGJ of order unity, except close to the axis where
numerical plasma fluctuations are artificially enhanced by the
spherical grid. In the striped zone, there is a strong plasma den-
sity contrast between, in order of increasing density, the wind
( ⇠ 2-3), secondary current layers ( ⇠ 4-5) and the far more
denser flux ropes ( ⇠ 10-103). The wind zone itself between
two stripes is inhomogeneous, in contrast with the unstriped re-
gion. There is a clear plasma depletion on the leading edge of the
spiral which was already reported in previous studies (Philippov
et al. 2015; Cerutti & Philippov 2017; Philippov & Spitkovsky
2018). In this sense, reconnection proceeds in a highly asymmet-
ric way.

3.2. Poynting flux and dissipation

We now turn our attention to the central question of magnetic
dissipation. In a dissipationless steady state split-monopole mag-
netosphere, the outgoing Poynting flux integrated over a spher-
ical radius is conserved in virtue of the Poynting flux theorem.
The predicted value is

L0 =
c

4⇡

"

(E ⇥ B) r2 sin ✓d✓d� =
2cB2

?r4
?

3R2
LC
. (8)

Figure 3 shows the radial and latitudinal dependence of the
Poynting flux, L, for all 3D simulations. The first element to no-
tice is that the numerical values are closer to L ⇡ L0/5 at the
star surface. This discrepancy is explained by the fact that the
analytical split-monopole solution used in Eq. (8) assumes that
all field lines cross the light-cylinder and therefore participate to
the pulsar spindown. In all runs, a large fraction of initially open
field lines reconnects in the equatorial region to form a series of
closed field lines nearly co-rotating with the star up to the light
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回転駆動型パルサーは (定義によって)、Ė = ℑΩ̇Ωの割合で星の時点エネルギーを系外解放するが、同時
に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
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に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
自転角速度、その時間微分である。損失量の比が Ė/L̇ = Ωであることは、系が self-consistentに解かれて
いる限り自動的に満たされるので、注意を払う必要はない。しかし、中性子星とその磁気圏の系は非常に複
雑であり系全体を self-consistentに解くことは容易でないために、系の一部が取り出して研究される。その
ため、この比の関係が成り立っていることは検証されることはない。したがって、この関係を顧慮すること
がモデル構築において役にたつ場合がある。
例えば、Polar Cap からの光子の放射では、系から ϵのエネルギーが放射された時に持ち出される角運動
量は多くても ϵR/c程度であり、両者の比は Ωよりもずっと小さい。回転パワーの重要な部分が Polar cap

から放射されるようなことがあるならば、エネルギ放射にみあった角運動量放射がないので、磁気圏のどこ
かで効率よく角運動量を捨てなければならず、磁気圏全体のトルクバランスに大きな影響が出ると予想でき
る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

17.2 Basic Equation

(基礎方程式)

17.3 Effect of the Polar Cap Accelerator on the Global Struc-

ture

Polar Cap に加速領域があった時に、このことが磁気圏の全体に及ぼす影響を磁気圏のトルクバランスの
観点から調べる。
以下のような簡単なモデルで考察する。中性子星を剛体回転する磁化した導体として、それを取り囲む面

Sを考え、面 Sと中性子星表面 S∗ の間の open magnetic field linse 上に沿磁力線電場を持つ加速領域があ
るとする。(図) S1 は光円柱の内側にあるとする。inner magnetosphere の 加速領域以外は ideal-MHD条
件が満たされているとする。outer magnetosphere では ideal-MHD条件が満たされており、開いた磁力線
にそって wind が出ているとする。
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system全体をself-consistent に扱っているひとは誰もいない。どの理論もfull 
global でない。エネルギー・⾓運動量関係は気にしたくても気にしようがない。
でも、やっぱり、エネルギー・⾓運動量関係は気にした⽅が良い場⾯がある。

考えた⽅が良い場合は少なくとも２つある：

3

FORMATION OF INNER  
VACUUM GAP  

PAIR  CREATION 

Coherent Radio Emission Inner Two Zones of the Polar Fluxtube

1. Polar Cap model では回転エネルギーを粒⼦や光⼦で
持ち出すけど、光半径のずっと内側なので、⾓運動
量を持ち出さない。

2. 磁気圏電流が星内部(表⾯?)を通って星にブレーキを
かけるとき、流れた電流にOhmic loss があると、回
転エネルギーが熱になって逃げるが、⾓運動量は持
ち出さない。

Radio Pulsars 7

Poynting�vector
separatrix

surface
currents

neutron�star

Ampere�force

braking
torque

Fig. 5 Schematic view of the axisymmetric polar cap
showing magnetospheric current density (open ar-
rows), surface currents, Ampére force on surface cur-
rents, and braking torque. Here only the symmetric
current is is present. Taken from Beskin (1999).

m

!

Closed
field
lines

Open
field

lines

Fig. 6 For the orthogonal rotator only antisymmetric
current ia (i.e., the current having di↵erent direction
in the north and south parts of the polar cap) takes
place. The structure of the surface currents within
the polar cap and along the separatrix is also shown.
Taken from Beskin et al. (2013).

where two components of the torque K parallel and perpendicular to the magnetic dipole m

can be written in the form (Beskin et al. 1993)

Kk = �ck
B2

0⌦
3R6

c3 is, (7)

K? = �c?
B2

0⌦
3R6

c3

 
⌦R
c

!
ia. (8)

Here the coe�cients ck and c? are factors of the order of unity dependent on the profile of
the longitudinal current and the form of the polar cap.

The scalar current from the polar cap i has been divided into symmetric and antisym-
metric contributions, is and ia, depending upon whether the direction of the current is the
same in the north and south parts of the polar cap, or opposite. For an axisymmetric rotat-
ing neutron star (� = 0, Figure 5), we have ia = 0 and is = 1 (Goldreich & Julian 1969).
Conversely, for the orthogonal rotator (Figure 6) we have is = 0 and ia = 1. Here we apply
normalization to the Goldreich-Julian current, IGJ = ⇡R2

0 jGJ, where R0 ⇡ R(⌦R/c)1/2 is the
polar cap radius, and jGJ =< |⌦ · B| > /2⇡ (with scalar product) is the mean current density
within the polar cap. Note that for is ⇡ ia ⇡ 1, (7) and (8) imply that:

K? ⇠
 
⌦R
c

!
Kk. (9)

Therefore, K? ⌧ Kk. We will use these expressions in the following sections.
If we suppose that, in reality, the longitudinal current j is determined by the local charge

density ⇢GJ = �⌦ · B/2⇡c, and note that ⇢GJ is proportional to cos� in the vicinity of the
polar cap, one can write down

is = iA
s cos �, (10)

ia = iA
a sin �. (11)

after J. Rankin @Goddard Pulsar 
Workshop, June 2016

Beskin, V.S., Chernov, S.V., Gwinn, C.~R., et al.¥ 2015, ¥ssr, 191, 207
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where S1400 is the mean flux density at 1400 MHz (mJy).

For the efficiency of radio pulsar radiation, defined as ratio of radio emission power to that of NS spin-

down power, can be written as (e.g., Szary et al 2014; Malov & Malov 2006),

ξ ≡
L

Ė
(3)

where Ė is the spin-down power (also called spin-down luminosity).

2.2 Radio luminosity and spin-down power

For radio pulsars, to uncover their emission mechanisms, we investigate the statistical properties of the radio

luminosity (L) and emission efficiency (ξ) as a function of the spin-down power, respectively, as shown in

Figure. 2. It is worth noting that the quantities L and Ė of the pulsar are two independent parameters by the
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Fig. 2: Dependence of the radio luminosity (left panel) and emission efficiency (right panel) on the spin-

down power. The colors of samples correspond to the different values of radio luminosity. The pul-

sar samples are taken from the ATNF Pulsar Catalogue: https://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat/

(Manchester et al 2005).

different measurements. The best fitting indicates that there is basically a very weak dependence between

the radio luminosity and spin-down power, as L ∝ Ė0.0565. The fitting coefficients of the power law index

(with 95% confidence bounds) is given as 0.0565 with the regime of (0.0296,0.0834), implying that the

correlation is still weak. In other words, the correlation is very diffuse and the goodness (R-square) of fit is

only 0.093. In addition, the dependence of radio emission efficiency and spin-down power, ξ− Ė, as shown

in Figure. 2, is also found to be ξ ∝ Ė−0.94. In fact, both correlations L − Ė and ξ − Ė are equivalent,

since the difference of their power-law indices is 0.06 - 0.94 = 1. Therefore, the declaim of the inverse

relation between the radio efficiency and spin-down power present no useful information of the pulsar

intrinsic emission physics (Szary et al 2014), or mathematically the ξ − Ė correlation is equivalent to the

L − Ė correlation. An alternative interpretation of the process underlying the cessation of pulsar emission

is presented in Szary et al (2014), where a model-independent statement can be made that the death line

Wu, Q.-D., Zhi, Q.-J., Zhang, C.-M., et 
al.¥ 2020, Research in Astronomy 
and Astrophysics, 20, 188.

• ほとんどのケースで電波はPolar Cap 起源
• Polar Cap Luminosity は Rotation Power に⽐べて無視でき
ない(at least for old pulsars)
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al. 2019) and J2144–3933 (P = 8.5 s, Young et al 1999). These pulsars are characterized as low spin-down

power radio pulsars (hereafter low-Ė), thus the RS75 model should be modified to explain this fact.

Zhang et al (2000) reinvestigated the radio pulsar “death lines” within the framework of the vacuum

gap model (V—model) and the space—charge—limited flow model (SCLF) with either curvature radiation

(CR) or inverse Compton scattering (ICS) photons as the source of pairs. They found that the ICS induced

SCLF model can maintain a strong pair generation in the pulsar J2144–3933. Tan et al (2018) found that

the curvature radiation and inverse Compton scattering death lines of SCLF model (Zhang et al 2000) were

both located below the position of PSR J0250 + 5854. Gil & Mitra (2001) argued that the death line of

curvature radiation can be moved further down by considering very curved magnetic field lines with a

radius of curvature much smaller than the radius of a typical neutron star. Harding & Muslimov (2011)

proposed an offset pole with a distorted magnetic field. The death line of curvature radiation in the SCLF

model can move downward. Zhou et al (2017) investigated the neutron star equation of state and found

that the heavier neutron stars can explain the presence of radio pulsars outside the standard death line. The

most concise explanation of the current death line is proposed by Szary et al (2014). They believe that the

upper limit of radio radiation efficiency (ξ ∼ 0.01) is equivalent to the death line. Although there are many

explanations at present, none of them can explain the fact that 37 radio pulsars pass through the death line.

In this paper, to pursue the cause of the death line crisis, we investigated the luminosity, radiation

efficiency, and “death line” of radio pulsars. In Section 2, we introduce the calculation formula of radio

luminosity and the definition of radiation efficiency. And explore whether the ξ− Ė association is intrinsic,

where the effects of pulsar magnetic field and period on radiation efficiency are studied, and we present the

“observational limit—line” to replace the death in B−P diagram. Sections 3 is dedicated to the discussion

and conclusion.

2 STATISTICS OF PULSAR RADIO LUMINOSITY

In this section, we study the relation between the spin-down power and radio luminosity of pulsars.

2.1 Radio luminosity and emission efficiency

The precise estimation of the pulsar radio luminosity is difficult on account of various reasons (see Lorimer

& Kramer 2012), and our analysis is based on the radio pulsar luminosities of ATNF Catalogue at the wave

band of 1400 MHz (Manchester et al 2005). The observed flux density of a radio source is measured in

Jansky defined as 1 Jy=10−26W ·m−2· Hz−1 = 10−23erg·s−1· cm−2·Hz−1, based on which the total radio

luminosity (L) of the pulsar is calculated by the formula provided by Lorimer & Kramer (2012):

L =
4πd2

δ
sin2(

ρ

2
)

∫ νmax

νmin

Smean(ν) d(ν) (1)

where d is the pulsar distances, the pulse duty cycle δ = Weq/P with Weq being the equivalent pulse

width. νmin and νmax describe the frequency range in which the pulsar is detected and studied, Smean(ν)

is the mean flux density measured at frequency ν, and ρ is the emitting angle of the pulse beam. Lorimer &

Kramer (2012) employ 1400 MHz as the reference frequency and assume the typical values for all pulsars:

δ ≈ 0.04, ρ ≈ 6◦, νmin ≈ 107 Hz, νmax ≈ 1011 Hz, thus the equation 1 can be expressed as follows:

L ≃ 7.4× 1027 erg · s−1(
d

kpc
)2(

S1400

mJy
) (2)
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where S1400 is the mean flux density at 1400 MHz (mJy).

For the efficiency of radio pulsar radiation, defined as ratio of radio emission power to that of NS spin-

down power, can be written as (e.g., Szary et al 2014; Malov & Malov 2006),

ξ ≡
L

Ė
(3)

where Ė is the spin-down power (also called spin-down luminosity).

2.2 Radio luminosity and spin-down power

For radio pulsars, to uncover their emission mechanisms, we investigate the statistical properties of the radio

luminosity (L) and emission efficiency (ξ) as a function of the spin-down power, respectively, as shown in

Figure. 2. It is worth noting that the quantities L and Ė of the pulsar are two independent parameters by the
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Fig. 2: Dependence of the radio luminosity (left panel) and emission efficiency (right panel) on the spin-

down power. The colors of samples correspond to the different values of radio luminosity. The pul-

sar samples are taken from the ATNF Pulsar Catalogue: https://www.atnf.csiro.au/research/pulsar/psrcat/

(Manchester et al 2005).

different measurements. The best fitting indicates that there is basically a very weak dependence between

the radio luminosity and spin-down power, as L ∝ Ė0.0565. The fitting coefficients of the power law index

(with 95% confidence bounds) is given as 0.0565 with the regime of (0.0296,0.0834), implying that the

correlation is still weak. In other words, the correlation is very diffuse and the goodness (R-square) of fit is

only 0.093. In addition, the dependence of radio emission efficiency and spin-down power, ξ− Ė, as shown

in Figure. 2, is also found to be ξ ∝ Ė−0.94. In fact, both correlations L − Ė and ξ − Ė are equivalent,

since the difference of their power-law indices is 0.06 - 0.94 = 1. Therefore, the declaim of the inverse

relation between the radio efficiency and spin-down power present no useful information of the pulsar

intrinsic emission physics (Szary et al 2014), or mathematically the ξ − Ė correlation is equivalent to the

L − Ė correlation. An alternative interpretation of the process underlying the cessation of pulsar emission

is presented in Szary et al (2014), where a model-independent statement can be made that the death line

Wu, Q.-D., Zhi, Q.-J., Zhang, C.-M., et 
al.¥ 2020, Research in Astronomy 
and Astrophysics, 20, 188.
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How inefficiency of the angular momentum loss 
can be compensated?

CASE: Polar Cap

Polar Cap は結構な回転エネルギーを放出しているのに
⾓運動量は捨てていない。どうなっているか。



Pulsar light curves from first principles 2409

Figure 7. Low- (ν < ν0, top) and high-energy (ν > ν0, bottom) radiation
flux as function of the observer viewing angle α and the pulsar phase #P,
emitted by positrons for χ = 30◦. Colours show the logarithm of the flux
which is normalized to the maximum value of each skymap. The horizontal
dashed black lines indicate an observer looking along the equator (α = 90◦).

has important implications for the beaming factor of gamma-ray
pulsars. High-inclination pulsars present another peculiarity, some
of the equatorial wind region radiate energetic radiation beyond the
light cylinder, just before it reaches the current sheet. The wind
leaves an imprint in the skymaps for χ ! 45◦ in the form of two
extra hot spots at phases #P ≈ 0.3 and 0.8 which results in extra
secondary peaks in the light curves.

The above discussion applies only to energetic positrons, but
electrons behave differently than positrons, and hence contribute to
the observed flux differently. Indeed, as mentioned earlier and as
shown in Cerutti et al. (2015), reconnection in the current sheet in-
duces an electric field such that E · B ̸= 0, which pushes positrons
outward and precipitates electrons towards the star through the
Y-point and the separatrix current layers (see Fig. 5). The counter-
propagating electron beams result in additional structures in the
high-energy radiation skymaps shown in the right-hand panels of
Figs 9. At low inclinations, the skymaps contain bright emission
along the equator which is the signature of electrons radiating at
the Y-point at the base of the current sheet. This corresponds to the
bright but compact emitting region shown in Fig. 8, bottom panel.
There are also filaments of emission connected to the Y-point, most
noticeable at χ = 15◦ and 30◦, pointing up to ∼ ±60◦ away from
the equator. These features can also be explained by the electrons
in the current sheet on their way back to the star. The largest de-
viations from the equator are coming from the most distant part of
the current sheet (the spiral arms in Fig. 4, bottom panel). These
deviations get smaller as the electrons get closer to the Y-point. For
the special case of an orthogonal rotator, the electron skymap is the
mirror image of the positron skymap with respect to the equator.

From the skymaps, one can generate any light curve by selecting
a constant viewing angle α and varying #P. The first three columns
in Fig. 10 present light curves for each inclination investigated here,
for α = 90◦, 60◦, and 45◦. The contribution from both species is
shown with different colours, blue for the positronic emission and

Figure 8. In colour: 3D rendering of the high-energy radiation flux from
positrons (top) and electrons (bottom), as seen by a distant observer looking
along the pulsar equator (α = 90◦, direction indicated by the black arrow),
at the pulsar phase #P = 0.17. The extended beam of positronic emission
shows evidence of a caustic in the emission pattern from the current sheet.
In black and white: the high-energy radiation emitted in all directions shown
in Fig. 4. The red solid lines are the magnetic fields lines from Fig. 4. The
arrows are along the magnetic (red) and the rotation (blue) axis of the pulsar
(the black sphere) for χ = 30◦. The radius varies from r⋆ to 3RLC.

red for the electronic emission. The first immediate conclusion is
that the two peak pattern is a very generic feature of the high-energy
emission. It is present at all inclinations, with the exception of the
aligned pulsar, by construction. In addition, the light curves exhibit
substantial sub-pulse variability, visible as wiggles and irregularities
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モデル： 仮定：斜め回転で定常

こんな感じ

第 7. パルサーの動作原理 I 7.2. PROBLEM

である。
以上のことから、回転による誘導記電力によって導体球に電位差が発生し (赤道が高電位、極が低電位)、
球の周りには四重極の電場が発生することが分かる。
球の表面では電場の r成分が不連続であるので表面電荷がある。その面電荷密度は

σ =
1

4π
(Er> − Er<) (7.1.22)

=
q

4π
+

µmΩs

4πcR2
(3− 5 cos2 θ) (7.1.23)

である。一方、導体内部には ρe = −(µmΩs/πcR3) なる電荷密度が分布している。この内部の総電荷
(−(4/3)(µmΩs/c))と表面電荷の合計の和が qに等しくなっている。
斜め回転の場合 : 7.6 の定式化に従う。
通常は誘導方程式

∇×E +
1

c

∂B

∂t
= 0 (7.1.24)

∇×
(
E +

1

c

∂A

∂t

)
= 0 (7.1.25)

から、電場はスカラー、ベクトルポテンシャルで

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
(7.1.26)

であらわされるが、(7.6.6)を使うと、

E = −1

c
uc ×B −∇Φ (7.1.27)

とかけて、新しいスカラーポテンシャル ( non-corotational potential) は

Φ = φ− 1

c
uc ·A (7.1.28)

で与えられる。Φ は電場の共回転からずれを表すポテンシャルで星内部が完全導体 (ideal-MHD) ならば
Φ = const. (今後 Φ = 0)で沿磁力線電場は

E∥ = B̂ ·∇Φ (7.1.29)

で与えられる。

7.2 Problem

1. (7.1.1), (7.1.2) において、与えられたベクトルポテンシャルから磁場が求められることを確認せよ。
また、確かに ∇ ·B = 0 に成っていることを確かめよ。

2. (7.1.11) を導け。

3. Laplace の方程式の一般解を用いて (7.1.15)を導け。
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=
q

4π
+

µmΩs

4πcR2
(3− 5 cos2 θ) (7.1.23)

である。一方、導体内部には ρe = −(µmΩs/πcR3) なる電荷密度が分布している。この内部の総電荷
(−(4/3)(µmΩs/c))と表面電荷の合計の和が qに等しくなっている。
斜め回転の場合 : 7.6 の定式化に従う。
通常は誘導方程式

∇×E +
1

c

∂B

∂t
= 0 (7.1.24)

∇×
(
E +

1

c

∂A

∂t

)
= 0 (7.1.25)

から、電場はスカラー、ベクトルポテンシャルで

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
(7.1.26)

であらわされるが、(7.6.6)を使うと、

E = −1

c
uc ×B −∇Φ (7.1.27)

とかけて、新しいスカラーポテンシャル ( non-corotational potential) は

Φ = φ− 1

c
uc ·A (7.1.28)

で与えられる。Φ は電場の共回転からずれを表すポテンシャルで星内部が完全導体 (ideal-MHD) ならば
Φ = const. (今後 Φ = 0)で沿磁力線電場は

E∥ = B̂ ·∇Φ (7.1.29)

で与えられる。

7.2 Problem

1. (7.1.1), (7.1.2) において、与えられたベクトルポテンシャルから磁場が求められることを確認せよ。
また、確かに ∇ ·B = 0 に成っていることを確かめよ。

2. (7.1.11) を導け。

3. Laplace の方程式の一般解を用いて (7.1.15)を導け。
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4.18 はじめに
回転駆動型パルサーは (定義によって)、Ė = ℑΩ̇Ωの割合で星の時点エネルギーを系外解放するが、同時
に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
自転角速度、その時間微分である。損失量の比が Ė/L̇ = Ωであることは、系が self-consistentに解かれて
いる限り自動的に満たされるので、注意を払う必要はない。しかし、中性子星とその磁気圏の系は非常に複
雑であり系全体を self-consistentに解くことは容易でないために、系の一部が取り出して研究される。その
ため、この比の関係が成り立っていることは検証されることはない。したがって、この関係を顧慮すること
がモデル構築において役にたつ場合がある。
例えば、Polar Cap からの光子の放射では、系から ϵのエネルギーが放射された時に持ち出される角運動
量は多くても ϵR/c程度であり、両者の比は Ωよりもずっと小さい。回転パワーの重要な部分が Polar cap

から放射されるようなことがあるならば、エネルギ放射にみあった角運動量放射がないので、磁気圏のどこ
かで効率よく角運動量を捨てなければならず、磁気圏全体のトルクバランスに大きな影響が出ると予想でき
る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

4.19 Basic Equation

In the following, we consider the obliquely rotating steady magnetosphere. In this case, the electric

field is written in the form of

E =
1

c
uc ×B −∇Φ (4.19.1)

without loss of generality, where Φ is a scalar potential called “non-corational electric potential”, whereas

the first term is the corotational electric field Ec = −uc ×B/c. The field-aligned electric field is given

by E∥ = −B̂ ·∇Φ.

Let us assume that the star is a perfect conductor satisfying the ideal-MHD condition, E+v×B/c = 0,

and rotating rigidly v = uc. Then the electric field is Ec and Φ = constant = 0 inside the star. If the

surround space is filled with a plasma, and the ideal-MHD condition is satisfied, then

(v − uc)×B = ∇Φ (4.19.2)

holds, so that the value Φ = 0 propagetes into the magnetosphere. Thus we have the corotation electric

field and the iso-rotaton

v = uc + κB (4.19.3)
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17.1. トルク問題まとめ

17.1 トルク問題まとめ
17.2 はじめに
回転駆動型パルサーは (定義によって)、Ė = ℑΩ̇Ωの割合で星の時点エネルギーを系外解放するが、同時
に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
自転角速度、その時間微分である。損失量の比が Ė/L̇ = Ωであることは、系が self-consistentに解かれて
いる限り自動的に満たされるので、注意を払う必要はない。しかし、中性子星とその磁気圏の系は非常に複
雑であり系全体を self-consistentに解くことは容易でないために、系の一部が取り出して研究される。その
ため、この比の関係が成り立っていることは検証されることはない。したがって、この関係を顧慮すること
がモデル構築において役にたつ場合がある。
例えば、Polar Cap からの光子の放射では、系から ϵのエネルギーが放射された時に持ち出される角運動
量は多くても ϵR/c程度であり、両者の比は Ωよりもずっと小さい。回転パワーの重要な部分が Polar cap

から放射されるようなことがあるならば、エネルギ放射にみあった角運動量放射がないので、磁気圏のどこ
かで効率よく角運動量を捨てなければならず、磁気圏全体のトルクバランスに大きな影響が出ると予想でき
る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

17.3 Basic Equation

17.4 Effect of the Polar Cap Accelerator on the Global Struc-

ture

Polar Cap に加速領域があった時に、このことが磁気圏の全体に及ぼす影響を磁気圏のトルクバランスの
観点から調べる。
以下のような簡単なモデルで考察する。中性子星を剛体回転する磁化した導体として、それを取り囲む面

Sを考え、面 Sと中性子星表面 S∗ の間の open magnetic field linse 上に沿磁力線電場を持つ加速領域があ
るとする。(図) S1 は光円柱の内側にあるとする。inner magnetosphere の 加速領域以外は ideal-MHD条
件が満たされているとする。outer magnetosphere では ideal-MHD条件が満たされており、開いた磁力線
にそって wind が出ているとする。

17.5 Effects of Ohmic Heating on the Torqe Balance of the Star

Interia

Poyinting theoremによって星表面から出るエネルギーの総量は星内部渡った−j ·E体積積分で与えれる。
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る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

17.3 Basic Equation

17.4 Effect of the Polar Cap Accelerator on the Global Struc-

ture

Polar Cap に加速領域があった時に、このことが磁気圏の全体に及ぼす影響を磁気圏のトルクバランスの
観点から調べる。
以下のような簡単なモデルで考察する。中性子星を剛体回転する磁化した導体として、それを取り囲む面

Sを考え、面 Sと中性子星表面 S∗ の間の open magnetic field linse 上に沿磁力線電場を持つ加速領域があ
るとする。(図) S1 は光円柱の内側にあるとする。inner magnetosphere の 加速領域以外は ideal-MHD条
件が満たされているとする。outer magnetosphere では ideal-MHD条件が満たされており、開いた磁力線
にそって wind が出ているとする。

17.5 Effects of Ohmic Heating on the Torqe Balance of the Star

Interia

Poyinting theoremによって星表面から出るエネルギーの総量は星内部渡った−j ·E体積積分で与えれる。
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論文用のまとめ (準備中)

トルク問題まとめ
4.18 はじめに
回転駆動型パルサーは (定義によって)、Ė = ℑΩ̇Ωの割合で星の時点エネルギーを系外解放するが、同時
に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
自転角速度、その時間微分である。損失量の比が Ė/L̇ = Ωであることは、系が self-consistentに解かれて
いる限り自動的に満たされるので、注意を払う必要はない。しかし、中性子星とその磁気圏の系は非常に複
雑であり系全体を self-consistentに解くことは容易でないために、系の一部が取り出して研究される。その
ため、この比の関係が成り立っていることは検証されることはない。したがって、この関係を顧慮すること
がモデル構築において役にたつ場合がある。
例えば、Polar Cap からの光子の放射では、系から ϵのエネルギーが放射された時に持ち出される角運動
量は多くても ϵR/c程度であり、両者の比は Ωよりもずっと小さい。回転パワーの重要な部分が Polar cap

から放射されるようなことがあるならば、エネルギ放射にみあった角運動量放射がないので、磁気圏のどこ
かで効率よく角運動量を捨てなければならず、磁気圏全体のトルクバランスに大きな影響が出ると予想でき
る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

4.19 Basic Equation

In the following, we consider the obliquely rotating steady magnetosphere. In this case, the electric

field is written in the form of

E =
1

c
uc ×B −∇Φ (4.19.1)

without loss of generality, where Φ is a scalar potential called “non-corational electric potential”, whereas

the first term is the corotational electric field Ec = −uc ×B/c. The field-aligned electric field is given

by E∥ = −B̂ ·∇Φ.

Let us assume that the star is a perfect conductor satisfying the ideal-MHD condition, E+v×B/c = 0,

and rotating rigidly v = uc. Then the electric field is Ec and Φ = constant = 0 inside the star. If the

surround space is filled with a plasma, and the ideal-MHD condition is satisfied, then

(v − uc)×B = ∇Φ (4.19.2)

holds, so that the value Φ = 0 propagetes into the magnetosphere. Thus we have the corotation electric

field and the iso-rotaton

v = uc + κB (4.19.3)
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4.18. はじめに

論文用のまとめ (準備中)

トルク問題まとめ
4.18 はじめに
回転駆動型パルサーは (定義によって)、Ė = ℑΩ̇Ωの割合で星の時点エネルギーを系外解放するが、同時
に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
自転角速度、その時間微分である。損失量の比が Ė/L̇ = Ωであることは、系が self-consistentに解かれて
いる限り自動的に満たされるので、注意を払う必要はない。しかし、中性子星とその磁気圏の系は非常に複
雑であり系全体を self-consistentに解くことは容易でないために、系の一部が取り出して研究される。その
ため、この比の関係が成り立っていることは検証されることはない。したがって、この関係を顧慮すること
がモデル構築において役にたつ場合がある。
例えば、Polar Cap からの光子の放射では、系から ϵのエネルギーが放射された時に持ち出される角運動
量は多くても ϵR/c程度であり、両者の比は Ωよりもずっと小さい。回転パワーの重要な部分が Polar cap

から放射されるようなことがあるならば、エネルギ放射にみあった角運動量放射がないので、磁気圏のどこ
かで効率よく角運動量を捨てなければならず、磁気圏全体のトルクバランスに大きな影響が出ると予想でき
る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

4.19 Basic Equation

In the following, we consider the obliquely rotating steady magnetosphere. In this case, the electric

field is written in the form of

E =
1

c
uc ×B −∇Φ (4.19.1)

without loss of generality, where Φ is a scalar potential called “non-corational electric potential”, whereas

the first term is the corotational electric field Ec = −uc ×B/c. The field-aligned electric field is given

by E∥ = −B̂ ·∇Φ.

Let us assume that the star is a perfect conductor satisfying the ideal-MHD condition, E+v×B/c = 0,

and rotating rigidly v = uc. Then the electric field is Ec and Φ = constant = 0 inside the star. If the

surround space is filled with a plasma, and the ideal-MHD condition is satisfied, then

(v − uc)×B = ∇Φ (4.19.2)

holds, so that the value Φ = 0 propagetes into the magnetosphere. Thus we have the corotation electric

field and the iso-rotaton

v = uc + κB (4.19.3)
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4.20 Effect of the Polar Cap Accelerator on the Global Struc-

ture

Polar Cap に加速領域があった時に、このことが磁気圏の全体に及ぼす影響を磁気圏のトルクバランスの
観点から調べる。
以下のような簡単なモデルで考察する。中性子星を剛体回転する磁化した導体として、それを取り囲む面

Sを考え、面 Sと中性子星表面 S∗ の間の open magnetic field linse 上に沿磁力線電場を持つ加速領域があ
るとする。(図) S1 は光円柱の内側にあるとする。inner magnetosphere の 加速領域以外は ideal-MHD条
件が満たされているとする。outer magnetosphere では ideal-MHD条件が満たされており、開いた磁力線
にそって wind が出ているとする。
星の表面からすぐ上の領域では Φ = 0であり、電場は corotation field でプラズマの流れは v = uc + κB

と表せる。しかし、加速領域では沿磁力線電場 E∥ = B ·∇Φ/B が存在しそれにより加速領域の外で再び
ideal-MHD条件が取り戻せたとしても non-corotational potential によりドリフト運動が存在する：

v = uc −
cB ×∇Φ

B2
+ κ′B (4.20.1)

inner magnetosphere にある粒子については運動方程式は

torq-eqmo1;
1

c
esnsvs ×B + esnsE = ns

(
∂

∂t
+ vs ·∇

)
(msγsvs) + F ext (4.20.2)

のようになる。外力として curvature radiationの反作用を考えるなら、

F ext =
nsPs

c

vs

c
(4.20.3)

Ps = (2e2s/3c
3)γ4

s |vs × (∇× vs)|2 = (2e2s c/3Rc)γ
4
s (4.20.4)
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17.1 トルク問題まとめ
17.2 はじめに
回転駆動型パルサーは (定義によって)、Ė = ℑΩ̇Ωの割合で星の時点エネルギーを系外解放するが、同時
に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
自転角速度、その時間微分である。損失量の比が Ė/L̇ = Ωであることは、系が self-consistentに解かれて
いる限り自動的に満たされるので、注意を払う必要はない。しかし、中性子星とその磁気圏の系は非常に複
雑であり系全体を self-consistentに解くことは容易でないために、系の一部が取り出して研究される。その
ため、この比の関係が成り立っていることは検証されることはない。したがって、この関係を顧慮すること
がモデル構築において役にたつ場合がある。
例えば、Polar Cap からの光子の放射では、系から ϵのエネルギーが放射された時に持ち出される角運動
量は多くても ϵR/c程度であり、両者の比は Ωよりもずっと小さい。回転パワーの重要な部分が Polar cap

から放射されるようなことがあるならば、エネルギ放射にみあった角運動量放射がないので、磁気圏のどこ
かで効率よく角運動量を捨てなければならず、磁気圏全体のトルクバランスに大きな影響が出ると予想でき
る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

17.3 Basic Equation

17.4 Effect of the Polar Cap Accelerator on the Global Struc-

ture

Polar Cap に加速領域があった時に、このことが磁気圏の全体に及ぼす影響を磁気圏のトルクバランスの
観点から調べる。
以下のような簡単なモデルで考察する。中性子星を剛体回転する磁化した導体として、それを取り囲む面

Sを考え、面 Sと中性子星表面 S∗ の間の open magnetic field linse 上に沿磁力線電場を持つ加速領域があ
るとする。(図) S1 は光円柱の内側にあるとする。inner magnetosphere の 加速領域以外は ideal-MHD条
件が満たされているとする。outer magnetosphere では ideal-MHD条件が満たされており、開いた磁力線
にそって wind が出ているとする。

17.5 Effects of Ohmic Heating on the Torqe Balance of the Star

Interia

Poyinting theoremによって星表面から出るエネルギーの総量は星内部渡った−j ·E体積積分で与えれる。
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第 7. パルサーの動作原理 I 7.2. PROBLEM

である。
以上のことから、回転による誘導記電力によって導体球に電位差が発生し (赤道が高電位、極が低電位)、
球の周りには四重極の電場が発生することが分かる。
球の表面では電場の r成分が不連続であるので表面電荷がある。その面電荷密度は

σ =
1

4π
(Er> − Er<) (7.1.22)

=
q

4π
+

µmΩs

4πcR2
(3− 5 cos2 θ) (7.1.23)

である。一方、導体内部には ρe = −(µmΩs/πcR3) なる電荷密度が分布している。この内部の総電荷
(−(4/3)(µmΩs/c))と表面電荷の合計の和が qに等しくなっている。
斜め回転の場合 : 7.6 の定式化に従う。
通常は誘導方程式

∇×E +
1

c

∂B

∂t
= 0 (7.1.24)

∇×
(
E +

1

c

∂A

∂t

)
= 0 (7.1.25)

から、電場はスカラー、ベクトルポテンシャルで

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
(7.1.26)

であらわされるが、(7.6.6)を使うと、

E = −1

c
uc ×B −∇Φ (7.1.27)

とかけて、新しいスカラーポテンシャル ( non-corotational potential) は

Φ = φ− 1

c
uc ·A (7.1.28)

で与えられる。Φ は電場の共回転からずれを表すポテンシャルで星内部が完全導体 (ideal-MHD) ならば
Φ = const. (今後 Φ = 0)で沿磁力線電場は

E∥ = B̂ ·∇Φ (7.1.29)

で与えられる。

7.2 Problem

1. (7.1.1), (7.1.2) において、与えられたベクトルポテンシャルから磁場が求められることを確認せよ。
また、確かに ∇ ·B = 0 に成っていることを確かめよ。

2. (7.1.11) を導け。

3. Laplace の方程式の一般解を用いて (7.1.15)を導け。
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GLOBAL STRUCTURE

図 4.20.1: 加速領域を含む磁気圏のモデル
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るとする。(図) S1 は光円柱の内側にあるとする。inner magnetosphere の 加速領域以外は ideal-MHD条
件が満たされているとする。outer magnetosphere では ideal-MHD条件が満たされており、開いた磁力線
にそって wind が出ているとする。
星の表面からすぐ上の領域では Φ = 0であり、電場は corotation field でプラズマの流れは v = uc + κB

と表せる。しかし、加速領域では沿磁力線電場 E∥ = B ·∇Φ/B が存在しそれにより加速領域の外で再び
ideal-MHD条件が取り戻せたとしても non-corotational potential によりドリフト運動が存在する：

v = uc −
cB ×∇Φ

B2
+ κ′B (4.20.1)

inner magnetosphere にある粒子については運動方程式は

torq-eqmo1;
1

c
esnsvs ×B + esnsE = ns

(
∂

∂t
+ vs ·∇

)
(msγsvs) + F ext (4.20.2)

のようになる。外力として curvature radiationの反作用を考えるなら、

F ext =
nsPs

c

vs

c
(4.20.3)

Ps = (2e2s/3c
3)γ4

s |vs × (∇× vs)|2 = (2e2s c/3Rc)γ
4
s (4.20.4)
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Ps = (2e2s/3c
3)γ4

s |vs × (∇× vs)|2 = (2e2s c/3Rc)γ
4
s (17.3.4)

と書ける。電磁力によってされた仕事は (17.4.1)の右辺に v·を掛けて、

torq-edotin; Ėin =

∫

in

∑

s

vs · (esnsE)dV =

∫

in
j ·EdV (17.3.5)

一方、電磁力によるトルク、あるいは、角運動量放出量の z成分は (17.4.1)の右辺に (uc/Ω∗)·を掛けて、

L̇in =
1

Ω∗

∫

in

∑

s

uc ·
[
1

c
esnsvs ×B + esnsE

]
dV (17.3.6)

=
1

Ω∗

∫

in
(j ·E + j ·∇Φ− quc ·∇Φ) dV torq-Ldotin; (17.3.7)
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∫

in

∑

s

vs · (esnsE)dV =

∫

in
j ·EdV (17.3.5)

一方、電磁力によるトルク、あるいは、角運動量放出量の z成分は (17.4.1)の右辺に (uc/Ω∗)·を掛けて、

L̇in =
1

Ω∗

∫

in

∑

s

uc ·
[
1

c
esnsvs ×B + esnsE

]
dV (17.3.6)

=
1

Ω∗

∫

in
(j ·E + j ·∇Φ− quc ·∇Φ) dV torq-Ldotin; (17.3.7)
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17.3. EFFECT OF THE POLAR CAP ACCELERATOR ON THE

GLOBAL STRUCTURE

図 17.3.1: 加速領域を含む磁気圏のモデル

星の表面からすぐ上の領域では Φ = 0であり、電場は corotation field でプラズマの流れは v = uc + κB

と表せる。しかし、加速領域では沿磁力線電場 E∥ = B ·∇Φ/B が存在しそれにより加速領域の外で再び
ideal-MHD条件が取り戻せたとしても non-corotational potential によりドリフト運動が存在する：
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17.4. EFFECTS OF OHMIC HEATING ON THE TORQE BALANCE

OF THE STAR INTERIA

最後の変形では ()を用いた。(17.3.5) と (17.3.7)の差を取ると、トルクバランスしていないことがわかる：

torq-balancein; ∆Ėin ≡ Ėin − Ω∗L̇in = −
∫

in
(j − quc) ·∇Φ dV ≈

∫
j∥E∥ dV ̸= 0 (17.3.8)

outer magnetosphere は wind region になっていて fluid approximation with the ideal-MHD であつか
えるとする。運動方程式は

torq-eqmowind;
1

c
j ×B + qE = n

(
∂

∂t
+ v ·∇

)
(mγv) (17.3.9)

= n

[
∂mγv

∂t
+∇(mc2γ)− v × (∇×mγv)

]
(17.3.10)

とできるだろう。(17.3.9)と vの内積、(17.3.9)と uc/Ω∗の内積から、それぞれ、エネルギー保存則と角運
動量の z成分の保存が得られる：

∇ · FE = 0, ∇ ·LL = 0 (17.3.11)

ここで、

FE = mnγc2w + S − Uuc (17.3.12)

FL = nmγ[(uc/Ω∗) · v]w + (S − Uuc)/Ω∗ − (j − quc)(Φ/Ω∗) (17.3.13)

である。wind source の境界面 Sから windに持ち込まれるエネルギーと角運動量が

Ėout =

∫

S
(S − Uuc) · da (17.3.14)

L̇out =
1

Ω∗

∫

S
(S − Uuc) · da+

∫

S
[(j − quc)(−Φ)] · da (17.3.15)

であり、この一部が wind regionに加速に使われ、残りが電磁場として放射されることがわかる。(17.3.8)

と比較すると、系全体として
Ėin + Ėout = Ω∗(L̇in + L̇out) (17.3.16)

となりトルクがバランスしている。つまり、outermagnetosphereは inner magnetosphere の角運動の放射
がないことを打ち消すように角運動量の放出効率を高めている。outer magnetosphere の effective angular

velocity を Ω∗ = Ėout/L̇out で定義すると

Ωout = Ω∗
1

1 +∆Ėin/Ėout

< Ω∗ (17.3.17)

となり、effective light radius c/Ωout は RL よりも大きくなっている。
たとえ、Polar Cap で角運動量を捨てないでエネルギーのみを捨てても、outer magnetetosphere で効率
よく角運動量を捨ててくれるのでシステム全体のトルクバランスは保たれる。

17.4 Effects of Ohmic Heating on the Torqe Balance of the Star

Interia

磁気圏電流が中性子星内部で閉じる時、Ohmic dissipation があると、エネルギーのみを放出して角運動
量は放出されれない。この場合を考えよう。
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17.1. トルク問題まとめ

17.1 トルク問題まとめ
17.2 はじめに
回転駆動型パルサーは (定義によって)、Ė = ℑΩ̇Ωの割合で星の時点エネルギーを系外解放するが、同時
に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
自転角速度、その時間微分である。損失量の比が Ė/L̇ = Ωであることは、系が self-consistentに解かれて
いる限り自動的に満たされるので、注意を払う必要はない。しかし、中性子星とその磁気圏の系は非常に複
雑であり系全体を self-consistentに解くことは容易でないために、系の一部が取り出して研究される。その
ため、この比の関係が成り立っていることは検証されることはない。したがって、この関係を顧慮すること
がモデル構築において役にたつ場合がある。
例えば、Polar Cap からの光子の放射では、系から ϵのエネルギーが放射された時に持ち出される角運動
量は多くても ϵR/c程度であり、両者の比は Ωよりもずっと小さい。回転パワーの重要な部分が Polar cap

から放射されるようなことがあるならば、エネルギ放射にみあった角運動量放射がないので、磁気圏のどこ
かで効率よく角運動量を捨てなければならず、磁気圏全体のトルクバランスに大きな影響が出ると予想でき
る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

17.3 Basic Equation

17.4 Effect of the Polar Cap Accelerator on the Global Struc-

ture

Polar Cap に加速領域があった時に、このことが磁気圏の全体に及ぼす影響を磁気圏のトルクバランスの
観点から調べる。
以下のような簡単なモデルで考察する。中性子星を剛体回転する磁化した導体として、それを取り囲む面

Sを考え、面 Sと中性子星表面 S∗ の間の open magnetic field linse 上に沿磁力線電場を持つ加速領域があ
るとする。(図) S1 は光円柱の内側にあるとする。inner magnetosphere の 加速領域以外は ideal-MHD条
件が満たされているとする。outer magnetosphere では ideal-MHD条件が満たされており、開いた磁力線
にそって wind が出ているとする。

17.5 Effects of Ohmic Heating on the Torqe Balance of the Star

Interia

Poyinting theoremによって星表面から出るエネルギーの総量は星内部渡った−j ·E体積積分で与えれる。
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4.18. はじめに

論文用のまとめ (準備中)

トルク問題まとめ
4.18 はじめに
回転駆動型パルサーは (定義によって)、Ė = ℑΩ̇Ωの割合で星の時点エネルギーを系外解放するが、同時
に L̇ = ℑΩ̇の割合で星は角運動量を失っている。ここで、ℑ, Ω, Ω̇ はそれぞれ中性子星の慣性モーメント、
自転角速度、その時間微分である。損失量の比が Ė/L̇ = Ωであることは、系が self-consistentに解かれて
いる限り自動的に満たされるので、注意を払う必要はない。しかし、中性子星とその磁気圏の系は非常に複
雑であり系全体を self-consistentに解くことは容易でないために、系の一部が取り出して研究される。その
ため、この比の関係が成り立っていることは検証されることはない。したがって、この関係を顧慮すること
がモデル構築において役にたつ場合がある。
例えば、Polar Cap からの光子の放射では、系から ϵのエネルギーが放射された時に持ち出される角運動
量は多くても ϵR/c程度であり、両者の比は Ωよりもずっと小さい。回転パワーの重要な部分が Polar cap

から放射されるようなことがあるならば、エネルギ放射にみあった角運動量放射がないので、磁気圏のどこ
かで効率よく角運動量を捨てなければならず、磁気圏全体のトルクバランスに大きな影響が出ると予想でき
る。また、磁気圏電流が中性子星内部を流れて中性子星にブレーキをかける場合、もし中性子内部で電気抵
抗が大きければ、回転エネルギーがジュール熱になることになる。この場合はジュール熱による放射は角運
動量を運びださないままで、回転エネルギーが減少することになり、ここでも中性子星内部のトルクバラン
スに影響が出てくる。
この論文ではこのような角運動量の放射を持たないエネルギー開放が起こった場合に予想される現象に
ついて議論する。特に、中性子星内部に流れる電流の計算方法について新しい手法を提案し、簡単な解を紹
介する。

4.19 Basic Equation

In the following, we consider the obliquely rotating steady magnetosphere. In this case, the electric

field is written in the form of

E =
1

c
uc ×B −∇Φ (4.19.1)

without loss of generality, where Φ is a scalar potential called “non-corational electric potential”, whereas

the first term is the corotational electric field Ec = −uc ×B/c. The field-aligned electric field is given

by E∥ = −B̂ ·∇Φ.

Let us assume that the star is a perfect conductor satisfying the ideal-MHD condition, E+v×B/c = 0,

and rotating rigidly v = uc. Then the electric field is Ec and Φ = constant = 0 inside the star. If the

surround space is filled with a plasma, and the ideal-MHD condition is satisfied, then

(v − uc)×B = ∇Φ (4.19.2)

holds, so that the value Φ = 0 propagetes into the magnetosphere. Thus we have the corotation electric

field and the iso-rotaton

v = uc + κB (4.19.3)

200



17.4. EFFECTS OF OHMIC HEATING ON THE TORQE BALANCE

OF THE STAR INTERIA

最後の変形では ()を用いた。(17.3.5) と (17.3.7)の差を取ると、トルクバランスしていないことがわかる：

torq-balancein; ∆Ėin ≡ Ėin − Ω∗L̇in = −
∫

in
(j − quc) ·∇Φ dV ≈

∫
j∥E∥ dV ̸= 0 (17.3.8)

outer magnetosphere は wind region になっていて fluid approximation with the ideal-MHD であつか
えるとする。運動方程式は

torq-eqmowind;
1

c
j ×B + qE = n

(
∂

∂t
+ v ·∇

)
(mγv) (17.3.9)

= n

[
∂mγv

∂t
+∇(mc2γ)− v × (∇×mγv)

]
(17.3.10)

とできるだろう。(17.3.9)と vの内積、(17.3.9)と uc/Ω∗の内積から、それぞれ、エネルギー保存則と角運
動量の z成分の保存が得られる：

∇ · FE = 0, ∇ ·LL = 0 (17.3.11)

ここで、

FE = mnγc2w + S − Uuc (17.3.12)

FL = nmγ[(uc/Ω∗) · v]w + (S − Uuc)/Ω∗ − (j − quc)(Φ/Ω∗) (17.3.13)

である。wind source の境界面 Sから windに持ち込まれるエネルギーと角運動量が

Ėout =

∫

S
(S − Uuc) · da (17.3.14)

L̇out =
1

Ω∗

∫

S
(S − Uuc) · da+

∫

S
[(j − quc)(−Φ)] · da (17.3.15)

であり、この一部が wind regionに加速に使われ、残りが電磁場として放射されることがわかる。(17.3.8)

と比較すると、系全体として
Ėin + Ėout = Ω∗(L̇in + L̇out) (17.3.16)

となりトルクがバランスしている。つまり、outermagnetosphereは inner magnetosphere の角運動の放射
がないことを打ち消すように角運動量の放出効率を高めている。outer magnetosphere の effective angular

velocity を Ω∗ = Ėout/L̇out で定義すると

Ωout = Ω∗
1

1 +∆Ėin/Ėout

< Ω∗ (17.3.17)

となり、effective light radius c/Ωout は RL よりも大きくなっている。
たとえ、Polar Cap で角運動量を捨てないでエネルギーのみを捨てても、outer magnetetosphere で効率
よく角運動量を捨ててくれるのでシステム全体のトルクバランスは保たれる。

17.4 Effects of Ohmic Heating on the Torqe Balance of the Star

Interia

磁気圏電流が中性子星内部で閉じる時、Ohmic dissipation があると、エネルギーのみを放出して角運動
量は放出されれない。この場合を考えよう。
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velocity を Ω∗ = Ėout/L̇out で定義すると

Ωout = Ω∗
1
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Thus the energy and angular momentum come into the outer 
magnetosphere through the surface S are

Some part of this will be used to accelerate particles, and the 
rest of it reaches the termination shock in a pulsar wind.
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angular velocity of the outer magnetosphere may be represented by

, for which we have
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∫

in
(j − quc) ·∇Φ dV ≈

∫
j∥E∥ dV > 0 (17.3.8)

outer magnetosphere は wind region になっていて fluid approximation with the ideal-MHD であつか
えるとする。運動方程式は

torq-eqmowind;
1

c
j ×B + qE = n

(
∂

∂t
+ v ·∇

)
(mγv) (17.3.9)

= n

[
∂mγv

∂t
+∇(mc2γ)− v × (∇×mγv)

]
(17.3.10)

とできるだろう。(17.3.9)と vの内積、(17.3.9)と uc/Ω∗の内積から、それぞれ、エネルギー保存則と角運
動量の z成分の保存が得られる：

∇ · FE = 0, ∇ ·LL = 0 (17.3.11)

ここで、

FE = mnγc2w + S − Uuc (17.3.12)

FL = nmγ[(uc/Ω∗) · v]w + (S − Uuc)/Ω∗ − (j − quc)(Φ/Ω∗) (17.3.13)

である。wind source の境界面 Sから windに持ち込まれるエネルギーと角運動量が
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である。wind source の境界面 Sから windに持ち込まれるエネルギーと角運動量が

Ėout =

∫

S
(S − Uuc) · da (17.3.14)

L̇out =
1

Ω∗

[∫

S
(S − Uuc) · da+

∫

S
[(j − quc)(−Φ)] · da

]
(17.3.15)

であり、この一部が wind regionに加速に使われ、残りが電磁場として放射されることがわかる。(17.3.8)

と比較すると、系全体として
Ėin + Ėout = Ω∗(L̇in + L̇out) (17.3.16)

となりトルクがバランスしている。つまり、outermagnetosphereは inner magnetosphere の角運動の放射
がないことを打ち消すように角運動量の放出効率を高めている。outer magnetosphere の effective angular

velocity を Ωout = Ėout/L̇out で定義すると

Ωout = Ω∗
1

1 +∆Ėin/Ėout

< Ω∗ (17.3.17)

となり、effective light radius c/Ωout は RL よりも大きくなっている。
たとえ、Polar Cap で角運動量を捨てないでエネルギーのみを捨てても、outer magnetetosphere で効率
よく角運動量を捨ててくれるのでシステム全体のトルクバランスは保たれる。

17.4 Effects of Ohmic Heating on the Torqe Balance of the Star

Interia

磁気圏電流が中性子星内部で閉じる時、Ohmic dissipation があると、エネルギーのみを放出して角運動
量は放出されれない。この場合を考えよう。
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1

c
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(
∂

∂t
+ v ·∇

)
(mγv) (17.3.9)

= n
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∂mγv
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]
(17.3.10)
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Ėout =

∫

S
(S − Uuc) · da (17.3.14)

L̇out =
1

Ω∗

[∫

S
(S − Uuc) · da+

∫

S
[(j − quc)(−Φ)] · da

]
(17.3.15)

であり、この一部が wind regionに加速に使われ、残りが電磁場として放射されることがわかる。(17.3.8)

と比較すると、系全体として
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Fig. 7 Poloidal cross section of the magnetosphere of the aligned rotator (from Chen and
Beloborodov 2014). Vertical dashed line shows the light cylinder RLC = c/⌦. Green curves
show the poloidal magnetic field lines. Top: (a) Radial component of the electric current
density Jr. (b) Net charge density ⇢. (c) Toroidal component of the magnetic field B�.
Units: distance is measured in r?, charge density in mec2/4⇡er2?, current in mec3/4⇡er2?,
and field in mec2/er?. Bottom: (a) Average ion energy in units of mec2 (the ion rest mass
was re-scaled to 5me in the simulation). One can see the acceleration of ions in the gap,
their ejection through the Y-point, and gyration in the equatorial current sheet. (b) Ratio
of matter energy density Um to magnetic energy density UB = B2/8⇡.

– The current sheet inside the light cylinder (the separatrix) develops a time-
dependent gap stretched along the closed zone boundary: the separatrix
gap. This accelerator enables pair creation required to sustain the current
sheet and the open magnetic flux. The gap is qualitatively di↵erent from the
“slot gap” and “outer gap” proposed in earlier works. The earlier models
assumed that the charge density “desired” by the magnetosphere is ⇢GJ.
In contrast, the charge density in the current sheet greatly exceeds ⇢GJ (in
the ideal force-free model it would be infinite). The accelerating voltage
develops because the large ⇢ and J (with ↵ < 0) cannot be sustained
without a high rate of pair creation.

The global PIC simulations also show how the plasma is accelerated and
ejected through the Y-point into the equatorial current sheet (Figure 7).

Chen, A.~Y., ¥& Beloborodov, A.~M.¥ 2014, ¥apjl, 795, LL22

このような計算はどのよ
うに変更をうけるか？
光円柱が膨張する。ゆっ
くり回転。
巻きつく？星の⾓速度で
パターンは回る？
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emission region の巻き込みが緩い、
平均の巻き込みはΩ*

otherwise 巻き込みと緩和を間⽋的に⾏う。
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28.3. TORQUE PROBLEM 第 28. 2019(.TEX)考察

を得る。以上総合すると、
ĖVin + ĖVout = Ω∗(L̇Vin + L̇Vout) (28.69)

で全体としてはトルクバランスが図られている。そして、星表面が剛体回転で ideal-MHDであれば
Φ = 0なので

ĖS∗ = Ω∗L̇S∗ =

∫

S∗

(S − Uuc) · da (28.70)

が星から磁気圏に注入されるエネルギー・角運動量である。
※ こ時点で、BCの結果として ĖS∗ = Ω∗L̇S∗、つまり、ℑΩΩ̇ = Ω(ℑΩ̇)が組み込まれている。

28.3.3 2017メモ：斜め回転と電流とトルク
Polar cap で働く spin-down torque について整理したい。Spindown は基本、

dL

dt
= N (28.71)

による。ここで、L = IΩである。
Polar cap 中性子星本体に働くトルクは回転軸を x軸にして、単位体積あたり

τ = r × f ≈ (ϖfϕ)ẑ (28.72)

で、全トルクの主要成分は、f = j ×B/cなので、

Nz =

∫
τzdV =

∫
ϖfϕdV =

∫ ∫
ϖ

(
j⊥B

c

)
dAdℓ (28.73)

になる。ここで、星に電流が流れて働く力を f、ẑ = Ω/Ωとした。後は普通の円柱座標の表記。dAと dℓ

はトロイダル電流い垂直な断面と電流に沿った長さの要素である。外部磁気圏につながる電流回路になが
れる総電流は

I =

∫
j⊥dA (28.74)

とかけるので、
Nz =

1

c

∫
ϖIBdℓ (28.75)

になる。もし、電流が Goldreich-Julian 密度が光速で走る程度ならば、

I = ρgjc · πR2
pc =

ΩBz

2πc
c · πR2

pc =
1

2
ΩBzR

2
pc (28.76)

である。
まず、aligned-rotator (図 28.1左)の場合を考えると、ϖ ≈ Rpc、ℓ ≈ Rpc/2、Bz ≈ B、なので、

dL

dt
= IΩ̇ = Nz ≈ 2

c
Rpc

(
1

2
ΩBR2

pc

)
B
Rpc

2
=

Ω3B2R6

2c3
(28.77)

次に、orthogonal rotator の場合、ϖ ≈ R、ℓ ≈ Rpc、Bz ≈ B sin θpc、なので、

dL

dt
= IΩ̇ = Nz ≈ 2

c
R

(
1

2
ΩB sin θpcR

2
pc

)
BRpc =

Ω3B2R6

c3
(28.78)
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で、全トルクの主要成分は、f = j ×B/cなので、

Nz =

∫
τzdV =

∫
ϖfϕdV =

∫ ∫
ϖ

(
j⊥B

c

)
dAdℓ (28.73)
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17.4. EFFECTS OF OHMIC HEATING ON THE TORQE BALANCE

OF THE STAR INTERIA

Poyinting theoremによって星表面から出るエネルギーの総量は星内部渡った−j ·E体積積分で与えれる。
これまでの研究で、星内部の電流の分布を計算する際に Ohm’s law が適用されてきたので、Ohmic loss

を含む２成分モデルで考察しよう。positive particle (ionを代表)と electron を添字 p, e で表すとして、運
動方程式は

torq-eqmo1; Ip = enpE +
1

c
enpvp ×B + F f (17.4.1)

torq-eqmo2; Ie = −eneE − 1

c
eneve ×B − F f (17.4.2)

で与えられる。ここで、慣性力の項は簡単のため I で示した。F f は frictional force であり、

F f = −mene(vp − ve)νe

とモデルできるだろう、ここで νe は有効衝突頻度。(17.4.1)と (17.4.2)の和と差をとると、

torq-eqmo3; Ip + Ie = qE +
1

c
j ×B (17.4.3)

torq-eqmo4; E +
1

c
v ×B ≈ j

σ
(17.4.4)

を得る。ここで、q = e(np − ne), j = e(npvp − neve、また、σ = e2n/2meνe は電気伝導度である。２番
目の方程式では慣性項は無視した。
エネルギーについては、(17.4.1)·vp と (17.4.2)·ve の和をとると、

torq-enc; Ip · vp + Ie · ve = j ·E −meneνe(v
2
p + v2e) = j ·E − j2/σ (17.4.5)

慣性項は電子の慣性を無視し、vp = mpnpΩϖeϕ と置くと、

torq-enc; ΩΩ̇mpnpϖ
2 = j ·E − j2/σ (17.4.6)

となる。あるいは星全体で積分して、

torq-enc; ⟨ΩΩ̇⟩ℑ =

∫

V∗

j ·EdV −
∫

V∗

(j2/σ)dV (17.4.7)

つまり、星の自転エネルギーの損失分の一部がジュール熱になり、残りが星表面から出る Poynting flux の
湧き出しになる。
角運動量の x成分については (17.4.1)·ϖeϕと (17.4.2)·ϖeϕの和をとると、衝突項は作用反作用でキャン
セルし (つまり、Ohmic loss は角運動量の損失に関与しない)

ϖeϕ · (Ip + Ie) =
1

Ω∗

[
quc ·E +

1

c
(j ×B) · uc

]
(17.4.8)

となり (ここで、uc = Ω∗ϖeϕ に注意)、E = −uc ×B/c−∇Φおよび、∇ · (j − quc) = 0を用いると

ϖeϕ · (Ip + Ie) =
1

Ω∗
[j ·E +∇ · {(j − ρeuc)Φ}] (17.4.9)

を得る。右辺第二項は星全体で積分するとゼロになるので、星の失う角運動量は Poynting term に行くこ
とがわかる:

⟨Ω̇⟩ℑ =
1

Ω∗

∫

V∗

j ·EdV (17.4.10)

磁気圏から流れ出る Poyintig 光度を使うと、

⟨Ω⟩ ≡ −ℑ⟨ΩΩ̇⟩
−ℑ⟨Ω̇⟩

= Ω∗

(
1 +

∫
V∗
(j2/σ)dV

∫
S∗
(S − Uuc) · dA

)
> Ω∗ (17.4.11)

となる。よって、Ohmic heating があるときは星表面より内部が早く回転する。
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Table 1. Summary of the models studied. The first column is the name of the model. P and Ṗ are the period and period derivative, B is the spin-down dipole
magnetic field of an orthogonal rotator in vacuum corresponding to the period and period derivative mentioned before, ✓pc is the semi-opening angle of the
polar cap, the depth is the lowest value of r for I = 1

2 Imax, Ntot is the torque obtained through the integration of equation 12, Nalign is the torque evaluated
through equation 16, POhm is the total Ohmic losses. The last column indicates whether the conductivity is set equal to a constant (c) or depends on radius
according to equation 9 (v).

Model P Ṗ B ✓pc depth Ntot Nalign POhm �
(s) (G) (deg) (⇥100 cm) (dyn cm) (dyn cm) (erg/s)

A1 0.01 9.77e-18 1010 9.24 740 8.7e32 9.3e32 9.7e18 v
A2 0.01 9.77e-18 1010 9.24 290 8.8e32 9.3e32 2.5e16 c
B1 0.1 9.77e-15 1012 2.91 320 8.8e33 9.3e33 4.6e19 v
B2 0.1 9.77e-15 1012 2.91 110 8.8e33 9.3e33 6.6e16 c
C1 1 9.77e-16 1012 0.92 100 8.8e30 9.3e30 2.1e16 v
C2 1 9.77e-16 1012 0.92 40 8.7e30 9.3e30 1.7e13 c
D1 5 1.95e-12 1014 0.41 50 7.1e32 7.4e32 9.4e17 v
D2 5 1.95e-12 1014 0.41 20 6.8e32 7.4e32 4.8e14 c

SGR 1806�20 7.5 4.95e-12 2 ⇥ 1015 0.33 40 8.4e34 8.7e34 6.4e19 v

A1 B1

C1 D1

Figure 2. Plots of electric current flow-lines in black and Joule heating per unit volume in color for models A1, B1, C1, D1. Horizontal and vertical distances
in units of rns. Continuous thin line: outer stellar surface. Dotted thin line: base of the crust.

lies at the interface between the ocean and the ion lattice. A hotter
neutron star could have a deeper ocean. In practice, this implies that
these stresses act on the fluid part of the crust, where eq. (15) is no
longer applicable.

Pushing the question of crust yielding to the extreme, we have
also considered the magnetar with the highest known magnetic
field SGR 1806�20 (Woods et al. 2007), which has a long period

P = 7.54 s and thus a very small polar cap ✓pc = 0.33o. Its inferred
dipole magnetic field is B = 2 ⇥ 1015 G, and is the most prominent
candidate for crust yielding. Integrating eq. (7) we find that the cur-
rent reaches a depth of only 40 m beneath the surface. The spin-
down torque Ntot = 8.3 ⇥ 1034 erg is in agreement within 5% with
Nalign = 8.7⇥1034 erg. We find that M

max
r� = 1.1⇥1023 erg cm�3 near

the surface, which implies that the magnetospheric current will be

c� - RAS, MNRAS 000, 1–9

中性⼦星表⾯

crust

Karageorgopoulos V., Gourgouliatos K.~N., 
Contopoulos I., 2019, MNRAS, 487, 3333

2 V. Karageorgopoulos, K.N. Gourgouliatos & I. Contopoulos

2 PROBLEM SETUP

2.1 The equation for the electric current in the crust

Let us consider an axisymmetric stationary configuration. In what
follows, we will work in spherical coordinates (r, ✓, �) centered on
the neutron star and aligned with the axis of symmetry (which coin-
cides with the axis of rotation and the magnetic axis). The electric
current density may in general be expressed as

j = 1
2⇡
rI ⇥ r� + j��̂ , (1)

where I = I(r, ✓) is the electric current that passes through a ring
perpendicular to and concentric with the axis of symmetry pass-
ing through position (r, ✓). Notice that I is related to the toroidal
component of the magnetic field B as

I =
c

2
r sin ✓ B� . (2)

The azimuthal component of the electric current j� in eq. (1) is
due to the corrotation of the internal space-charge, namely j� =

r sin ✓ ⌦ r · E, and does not enter in our calculations below (E is
the electric field, and ⌦ in the stellar angular velocity).

Our goal is to obtain the distribution I(r, ✓) in the stellar in-
terior. We will approach this question by applying a Fermat-type
principle. We propose that the current inside the crust of the neu-
tron star will distribute itself so that it minimises the total Ohmic
losses. This allows us to formulate a minimisation equation. The
total Ohmic power is equal to

POhm ⌘
Z

V

j · E dV =

Z

V

j
2

�
dV =

✓
c

4⇡

◆2 Z

V

(r ⇥ B)2

�
dV . (3)

Here, c is the speed of light, and j = (c/4⇡)r ⇥ B. By demanding
that POhm is minimized , we obtain the condition

c

4⇡
r ⇥

 r ⇥ B
�

!
⌘ c

4⇡
r ⇥

 
j
�

!
= 0 (4)

(see Appendix A). The same result is obtained if we start from
Ohm’s law in the stellar interior, namely

E = �r sin ✓ ⌦ �̂ ⇥ B + j
�
, (5)

and realise that, for a stationary configuration, r⇥E = 0 (Faraday’s
law). Taking the curl of eq. (5) yields

r ⇥
 

j
�

!
= 0 , (6)

which is identical to eq. (4). With the help of eq. (1), eq. (4) then
takes the form

@2
I

@r2 �
1
�

@�

@r

@I

@r
� cos ✓

r2 sin ✓
@I

@✓
+

1
r2

@2
I

@✓2
= 0 (7)

where � = �(r) is the electric conductivity of the neutron star crust.
We note that the magnetospheric current closing through the

crust is not related to the Hall current (Goldreich & Reisenegger
1992). The latter is associated with the structure of the crustal mag-
netic field, and it can drive magnetic field evolution, especially for
magnetic fields above 1014 G. Here we assume for simplicity that
the magnetic field in the crust is a pure dipole, and that the source of
the field (i.e. the associated azimuthal electric current) lies interior
to the crust.

2.2 Boundary conditions

We will integrate eq. (7) in a computational domain rin 6 r 6 rout

and 0 6 ✓ 6 ✓out of the crust. We first need to specify I(r, ✓) at the
boundaries of the domain. We set the outer radial boundary at the
radius of the star, namely rout = rns, and the inner radial boundary
at the inner crust radius rin = 0.9rns. Along the axis, I(r, 0) = 0.
I(rin, ✓) = 0 as we assume that the current is contained within
the crust, (this is a reasonable assumption due to the high resis-
tivity that prevents the current from penetrating below the crust).
I(r, ✓ > ✓out) = 0. This is justified by the fact that the magnet-
spheric poloidal current flows only along open field lines, and no
current flows in the dead zone. Inside the crust, the majority of
the current stays below the polar cap region, and does not spread
to much lower latitudes. Actually, as we shall see, part of the cur-
rent spreads beyond the polar region, but as long as the latitudinal
boundary ✓out is taken to be su�ciently large, its particular value is
not important. For computational convenience we take ✓out = 2✓pc,
where ✓pc ⇡ 1.23 (rns/rlc)1/2 is the latitude of the footpoint of the
last open field line on the star1. Here, rlc = c/⌦ is the radius of the
light cylinder. The prefactor 1.23 in the above expression is based
on the most detailed numerical solution of the axisymmetric prob-
lem to date, namely that of Timokhin (2006).

The distribution of electric current I(rout, ✓) along the surface
of the neutron star is provided by the magnetospheric solution.
This has been thoroughly investigated by several authors (Con-
topoulos et al. 1999; Gruzinov 2005; Timokhin 2006). Here we
use the model with x0 = 0.992 from Fig. 3 of Timokhin (2006).
In that paper, I is given as a function of  , the poloidal mag-
netic flux, which on the surface of the neutron star is defined as
 (✓) = Br

2
ns sin2 ✓. Here and below, B refers to the value of the

magnetic field at the poles of the star. This allows us to obtain the
distribution I = I(rout, ✓). Based on Timokhin’s solution, the max-
imum value of I is Imax = 0.87Ism, where Ism = 1.23 ⇥ 2⇡Br

3
nsr
�2
lc

corresponds to a split-monopole solution with the same amount of
open magnetic flux (Michel 1973). Therefore, the maximum value
used in the present work is Imax = 1.07 ⇥ 2⇡Br

3
nsr
�2
lc .

Outside the polar cap, I(rout, ✓) drops to zero as a step func-
tion . We have smoothened this abrupt drop within a layer of width
0.01✓pc. This smooths out the current density near the surface of
the star, but leaves the flow of current deeper in the crust mostly
una↵ected.

2.3 Neutron star parameters

We consider a neutron star radius rns = 10 km and we adopt a
typical ground state structure for the crust as described in Chamel
& Haensel (2008) (§ 3 see Figure 4). Atoms are fully ionized at
mass densities higher than about ⇢ ⇠ 104 g cm�3. The so-called
ocean extends up to densities of 106 g cm�3. This forms a layer
from about a few meters up to 100 m, depending on the temper-
ature of the neutron star (Potekhin et al. 2015). Below the ocean,
the outer crust consists of a body-centered iron 56Fe cubic lattice
with the composition of the nuclei becoming more neutron rich as
a result of electron capture. The inner crust region extends from
⇢nd ⇠ 4 ⇥ 1011 to about 1014 g cm�3. At the bottom of the crust,
some calculations predict various “pasta” phases of non-spherical
nuclei, such as slabs or cylinders (Horowitz et al. 2015). Such pasta

1 We have also integrated eq. (7) with ✓out = 3✓pc and the di↵erence in the
solution was minimal.
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2 PROBLEM SETUP
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星の回転のことは考えていない。



How the Ohmic heating is possible even though it release no angular momentum but energy

17.4. EFFECTS OF OHMIC HEATING ON THE TORQE BALANCE

OF THE STAR INTERIA

Poyinting theoremによって星表面から出るエネルギーの総量は星内部渡った−j ·E体積積分で与えれる。
これまでの研究で、星内部の電流の分布を計算する際に Ohm’s law が適用されてきたので、Ohmic loss

を含む２成分モデルで考察しよう。positive particle (ionを代表)と electron を添字 p, e で表すとして、運
動方程式は

torq-eqmo1; Ip = enpE +
1

c
enpvp ×B + F f (17.4.1)

torq-eqmo2; Ie = −eneE − 1

c
eneve ×B − F f (17.4.2)

で与えられる。ここで、慣性力の項は簡単のため I で示した。F f は frictional force であり、

F f = −mene(vp − ve)νe

とモデルできるだろう、ここで νe は有効衝突頻度。(17.4.1)と (17.4.2)の和と差をとると、

torq-eqmo3; Ip + Ie = qE +
1

c
j ×B (17.4.3)

torq-eqmo4; E +
1

c
v ×B ≈ j

σ
(17.4.4)

を得る。ここで、q = e(np − ne), j = e(npvp − neve、また、σ = e2n/2meνe は電気伝導度である。２番
目の方程式では慣性項は無視した。
エネルギーについては、(17.4.1)·vp と (17.4.2)·ve の和をとると、

torq-enc; Ip · vp + Ie · ve = j ·E −meneνe(v
2
p + v2e) = j ·E − j2/σ (17.4.5)

慣性項は電子の慣性を無視し、vp = mpnpΩϖeϕ と置くと、

torq-enc; ΩΩ̇mpnpϖ
2 = j ·E − j2/σ (17.4.6)

となる。あるいは星全体で積分して、

torq-enc; ⟨ΩΩ̇⟩ℑ =

∫

V∗

j ·EdV −
∫

V∗

(j2/σ)dV (17.4.7)

つまり、星の自転エネルギーの損失分の一部がジュール熱になり、残りが星表面から出る Poynting flux の
湧き出しになる。
角運動量の x成分については (17.4.1)·ϖeϕと (17.4.2)·ϖeϕの和をとると、衝突項は作用反作用でキャン
セルし (つまり、Ohmic loss は角運動量の損失に関与しない)

ϖeϕ · (Ip + Ie) =
1

Ω∗

[
quc ·E +

1

c
(j ×B) · uc

]
(17.4.8)

となり (ここで、uc = Ω∗ϖeϕ に注意)、E = −uc ×B/c−∇Φおよび、∇ · (j − quc) = 0を用いると

ϖeϕ · (Ip + Ie) =
1

Ω∗
[j ·E +∇ · {(j − ρeuc)Φ}] (17.4.9)

を得る。右辺第二項は星全体で積分するとゼロになるので、星の失う角運動量は Poynting term に行くこ
とがわかる:

⟨Ω̇⟩ℑ =
1

Ω∗

∫

V∗

j ·EdV (17.4.10)

磁気圏から流れ出る Poyintig 光度を使うと、

⟨Ω⟩ ≡ −ℑ⟨ΩΩ̇⟩
−ℑ⟨Ω̇⟩

= Ω∗

(
1 +

∫
V∗
(j2/σ)dV

∫
S∗
(S − Uuc) · dA

)
> Ω∗ (17.4.11)

となる。よって、Ohmic heating があるときは星表面より内部が早く回転する。
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磁気圏から流れ出る Poyintig 光度を使うと、

⟨Ω⟩ ≡ −ℑ⟨ΩΩ̇⟩
−ℑ⟨Ω̇⟩

= Ω∗

(
1 +

∫
V∗
(j2/σ)dV

∫
S∗
(S − Uuc) · dA

)
> Ω∗ (17.4.11)

となる。よって、Ohmic heating があるときは星表面より内部が早く回転する。
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となり (ここで、uc = Ω∗ϖeϕ に注意)、E = −uc ×B/c−∇Φおよび、∇ · (j − quc) = 0を用いると

ϖeϕ · (Ip + Ie) =
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[j ·E +∇ · {(j − ρeuc)Φ}] (17.4.10)

を得る。右辺第二項は星全体で積分するとゼロになるので、星の失う角運動量は Poynting term に行くこ
とがわかる:

⟨Ω̇⟩ℑ =
1

Ω∗

∫

V∗

j ·EdV (17.4.11)
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17.4. EFFECTS OF OHMIC HEATING ON THE TORQE BALANCE

OF THE STAR INTERIA
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磁気圏から流れ出る Poyintig 光度を使うと、

⟨Ω⟩ ≡ −ℑ⟨ΩΩ̇⟩
−ℑ⟨Ω̇⟩

= Ω∗

(
1 +

∫
V∗
(j2/σ)dV

∫
S∗
(S − Uuc) · dA

)
> Ω∗ (17.4.12)

となる。よって、Ohmic heating があるときは星表面より内部が早く回転する。

17.5 Current Distribution Inside the Star

(NS内部電流の計算と結果)

オームロスは小さいので無視。ideal-MHDとする。差動回転は考えなくていいので rigid rotation Ω(t)

を仮定。基礎方程式は、

ρ
Dv

Dt
=

1

c
j ×B −∇Π−∇Φg (17.5.1)

E +
1

c
v ×B = 0 (17.5.2)

とかける。磁場を星オリジナルなものと磁気圏電流によるものと分けると、電磁力は

j ×B = j0 ×B0 + j1 ×B0 + j0 ×B1 + j1 ×B1 (17.5.3)

と分解できるが二項のみを考える。
流体とすればこの方程式は解けるが、剛体回転 v = Ω(t)eϕと仮定して、弾性力があるとすると、任意の

電磁力で応力が釣りあえるので解は無限に存在し決定できない。しかし、応力が大きいとズレを起こし、結
局は弾性エネルギーが最小になるところで落ち着くと考えられる。そのような解を求めることにする。
以下、軸対象の解を求める。ズレ応力のみを考えることにすると運動方程式の方位角成分は

torq-a-inside1;
∂2uϕ

∂r2
+

1

r

∂uϕ

∂r
− uϕ

r2
+

∂2uϕ

∂x2
+

Fϕ − ρΩ̇r

G
= 0 (17.5.4)

と書き下ろせる。uϕ は方位角方向の変位、Fϕ は電磁力の方位角成分である。磁気圏電流の poloidal 成分
は Ampere’s law ∇×B = (4π/c)j より、以下のように current stream function I = rBϕc/2を用いて表
すことができる：

jp = − c

4πr
eϕ ×∇(rBϕ) = − 1

2πr
eϕ ×∇I (17.5.5)

子午面内で I =const. の曲線は電流の流線になっている。

磁気圏から流入あるいは流出する電流は、極からの緯線に沿った長さ s = Rθの関数として I(s)で与え
られこれを境界条件とする。
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When there is  Ohmic heating, the star internal matter rotate 
faster than the stellar surface. 

Previous works which attempt to determine the current 
closure inside star  do not care about the rotational 
structure inside are ill-conceived.
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と分解できるが二項のみを考える。
流体とすればこの方程式は解けるが、剛体回転 v = Ω(t)eϕと仮定して、弾性力があるとすると、任意の

電磁力で応力が釣りあえるので解は無限に存在し決定できない。しかし、応力が大きいとズレを起こし、結
局は弾性エネルギーが最小になるところで落ち着くと考えられる。そのような解を求めることにする。
以下、軸対象の解を求める。ズレ応力のみを考えることにすると運動方程式の方位角成分は

torq-a-inside1;
∂2uϕ

∂r2
+

1

r

∂uϕ

∂r
− uϕ

r2
+

∂2uϕ

∂x2
+

Fϕ − ρΩ̇r

G
= 0 (17.5.4)

と書き下ろせる。uϕ は方位角方向の変位、Fϕ は電磁力の方位角成分である。磁気圏電流の poloidal 成分
は Ampere’s law ∇×B = (4π/c)j より、以下のように current stream function I = rBϕc/2を用いて表
すことができる：

jp = − c

4πr
eϕ ×∇(rBϕ) = − 1

2πr
eϕ ×∇I (17.5.5)

子午面内で I =const. の曲線は電流の流線になっている。

磁気圏から流入あるいは流出する電流は、極からの緯線に沿った長さ s = Rθの関数として I(s)で与え
られこれを境界条件とする。
電磁力の方位角成分は

Fϕ =
1

c
(jp ×B0) · eϕ =

1

2πcr
B0 ·∇I (17.5.6)

で与えられる。簡単な計算により、星全体に加わるトルクは

N =
1

2πc

∫

星表面
IBp · dA (17.5.7)

であることがわかる：I(s)が与えられると磁気圏に供給するエネルギー・角運動量が決まるので、トルク
も決定される。こうして I(s)を与えると Ω̇が決定される。
(??)は数値的に解けて、マイルとな分布をすれば弾性エネルギーを最小にできることがわかる (当然)。
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(NS内部電流の計算と結果)
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流体とすればこの方程式は解けるが、剛体回転 v = Ω(t)eϕと仮定して、弾性力があるとすると、任意の
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局は弾性エネルギーが最小になるところで落ち着くと考えられる。そのような解を求めることにする。
以下、軸対象の解を求める。ズレ応力のみを考えることにすると運動方程式の方位角成分は
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と書き下ろせる。uϕ は方位角方向の変位、Fϕ は電磁力の方位角成分である。磁気圏電流の poloidal 成分
は Ampere’s law ∇×B = (4π/c)j より、以下のように current stream function I = rBϕc/2を用いて表
すことができる：

jp = − c

4πr
eϕ ×∇(rBϕ) = − 1

2πr
eϕ ×∇I (17.5.5)

子午面内で I =const. の曲線は電流の流線になっている。

磁気圏から流入あるいは流出する電流は、極からの緯線に沿った長さ s = Rθの関数として I(s)で与え
られこれを境界条件とする。
電磁力の方位角成分は
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1
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1
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で与えられる。簡単な計算により、星全体に加わるトルクは
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1
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星表面
IBp · dA (17.5.7)

であることがわかる：I(s)が与えられると磁気圏に供給するエネルギー・角運動量が決まるので、トルク
も決定される。こうして I(s)を与えると Ω̇が決定される。
(??)は数値的に解けて、マイルとな分布をすれば弾性エネルギーを最小にできることがわかる (当然)。
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(NS内部電流の計算と結果)

オームロスは小さいので無視。ideal-MHDとする。差動回転は考えなくていいので rigid rotation Ω(t)

を仮定。基礎方程式は、
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=

1
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j ×B −∇Π−∇Φg (17.5.1)

E +
1

c
v ×B = 0 (17.5.2)

とかける。磁場を星オリジナルなものと磁気圏電流によるものと分けると、電磁力は

j ×B = j0 ×B0 + j1 ×B0 + j0 ×B1 + j1 ×B1 (17.5.3)

と分解できるが二項のみを考える。
流体とすればこの方程式は解けるが、剛体回転 v = Ω(t)eϕと仮定して、弾性力があるとすると、任意の

電磁力で応力が釣りあえるので解は無限に存在し決定できない。しかし、応力が大きいとズレを起こし、結
局は弾性エネルギーが最小になるところで落ち着くと考えられる。そのような解を求めることにする。
以下、軸対象の解を求める。ズレ応力のみを考えることにすると運動方程式の方位角成分は
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+
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+
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= 0 (17.5.4)

と書き下ろせる。uϕ は方位角方向の変位、Fϕ は電磁力の方位角成分である。磁気圏電流の poloidal 成分
は Ampere’s law ∇×B = (4π/c)j より、以下のように current stream function I = rBϕc/2を用いて表
すことができる：

jp = − c

4πr
eϕ ×∇(rBϕ) = − 1

2πr
eϕ ×∇I (17.5.5)

子午面内で I =const. の曲線は電流の流線になっている。

磁気圏から流入あるいは流出する電流は、極からの緯線に沿った長さ s = Rθの関数として I(s)で与え
られこれを境界条件とする。
電磁力の方位角成分は

Fϕ =
1
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(jp ×B0) · eϕ =

1

2πcr
B0 ·∇I (17.5.6)

で与えられる。簡単な計算により、星全体に加わるトルクは

N =
1

2πc

∫

星表面
IBp · dA (17.5.7)

であることがわかる：I(s)が与えられると磁気圏に供給するエネルギー・角運動量が決まるので、トルク
も決定される。こうして I(s)を与えると Ω̇が決定される。
(17.5.4)は数値的に解けて、マイルとな分布をすれば弾性エネルギーを最小にできることがわかる (当然)。
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Actually Ohmic heating is not significant, so ideal-MHD is a good approximation.
No Ohmic dissipation, no differential rotation
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Any  electromagnetic force by the magnetospheric current circulation is  
balanced by the grad-stress force. The current distribution becomes 
minimize the elastic energy.
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(NS内部電流の計算と結果)
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とかける。磁場を星オリジナルなものと磁気圏電流によるものと分けると、電磁力は

j ×B = j0 ×B0 + j1 ×B0 + j0 ×B1 + j1 ×B1 (17.5.3)

と分解できるが二項のみを考える。
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と書き下ろせる。uϕ は方位角方向の変位、Fϕ は電磁力の方位角成分である。磁気圏電流の poloidal 成分
は Ampere’s law ∇×B = (4π/c)j より、以下のように current stream function I = rBϕc/2を用いて表
すことができる：
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eϕ ×∇(rBϕ) = − 1
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子午面内で I =const. の曲線は電流の流線になっている。

磁気圏から流入あるいは流出する電流は、極からの緯線に沿った長さ s = Rθの関数として I(s)で与え
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であることがわかる：I(s)が与えられると磁気圏に供給するエネルギー・角運動量が決まるので、トルク
も決定される。こうして I(s)を与えると Ω̇が決定される。
(17.5.4)は数値的に解けて、マイルとな分布をすれば弾性エネルギーを最小にできることがわかる (当然)。
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と書き下ろせる。uϕ は方位角方向の変位、Fϕ は電磁力の方位角成分である。磁気圏電流の poloidal 成分
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すことができる：
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子午面内で I =const. の曲線は電流の流線になっている。

磁気圏から流入あるいは流出する電流は、極からの緯線に沿った長さ s = Rθの関数として I(s)で与え
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であることがわかる：I(s)が与えられると磁気圏に供給するエネルギー・角運動量が決まるので、トルク
も決定される。こうして I(s)を与えると Ω̇が決定される。
(17.5.4)は数値的に解けて、マイルとな分布をすれば弾性エネルギーを最小にできることがわかる (当然)。
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17.5. CURRENT DISTRIBUTION INSIDE THE STAR

17.5 Current Distribution Inside the Star

(NS内部電流の計算と結果)

オームロスは小さいので無視。ideal-MHDとする。差動回転は考えなくていいので rigid rotation Ω(t)

を仮定。基礎方程式は、

ρ
Dv

Dt
=

1

c
j ×B −∇Π−∇Φg (17.5.1)

E +
1

c
v ×B = 0 (17.5.2)

とかける。磁場を星オリジナルなものと磁気圏電流によるものと分けると、電磁力は

j ×B = j0 ×B0 + j1 ×B0 + j0 ×B1 + j1 ×B1 (17.5.3)

と分解できるが二項のみを考える。
流体とすればこの方程式は解けるが、剛体回転 v = Ω(t)eϕと仮定して、弾性力があるとすると、任意の

電磁力で応力が釣りあえるので解は無限に存在し決定できない。しかし、応力が大きいとズレを起こし、結
局は弾性エネルギーが最小になるところで落ち着くと考えられる。そのような解を求めることにする。
以下、軸対象の解を求める。ズレ応力のみを考えることにすると運動方程式の方位角成分は

torq-a-inside1;
∂2uϕ

∂r2
+

1

r

∂uϕ

∂r
− uϕ

r2
+

∂2uϕ

∂x2
+

Fϕ − ρΩ̇r

G
= 0 (17.5.4)

と書き下ろせる。uϕ は方位角方向の変位、Fϕ は電磁力の方位角成分である。磁気圏電流の poloidal 成分
は Ampere’s law ∇×B = (4π/c)j より、以下のように current stream function I = rBϕc/2を用いて表
すことができる：

jp = − c

4πr
eϕ ×∇(rBϕ) = − 1

2πr
eϕ ×∇I (17.5.5)

子午面内で I =const. の曲線は電流の流線になっている。

磁気圏から流入あるいは流出する電流は、極からの緯線に沿った長さ s = Rθの関数として I(s)で与え
られこれを境界条件とする。
電磁力の方位角成分は

Fϕ =
1

c
(jp ×B0) · eϕ =

1

2πcr
B0 ·∇I (17.5.6)

で与えられる。簡単な計算により、星全体に加わるトルクは

N =
1

2πc

∫

星表面
IBp · dA (17.5.7)

であることがわかる：I(s)が与えられると磁気圏に供給するエネルギー・角運動量が決まるので、トルク
も決定される。こうして I(s)を与えると Ω̇が決定される。
(17.5.4)は数値的に解けて、マイルとな分布をすれば弾性エネルギーを最小にできることがわかる (当然)。
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BC: no shear stress on SN surface

assume a distribution of I è
obtain the deformation è obtain 
elastic energy

minimize the elastic energy



Current share moment (r*r*Fφ) stress energy

moderately extended circuit within polar cap magnetic flux

short ciruited



Current share moment (r*r*Fφ) stress energy

moderately extended circuit within polar cap magnetic flux

extended circuit



Current share moment (r*r*Fφ) stress energy

moderately extended circuit within polar cap magnetic flux

cross and extend the polar cap flux



Result:
(not surprisingly)

moderately extended circuit within polar cap magnetic flux

Ohm’s law で電流を決めるアルゴリズムは間違い。
星内部の⾓運動量輸送と連⽴しないとけない。

電気抵抗は⼩さいので。
電流の閉じ⽅を決める物理は中性⼦星の弾性変形でないだ
ろうか。
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Figure 1. Color plots of the parameter λ of the FF field in the Ω–µ plane for magnetic inclination angles α = 0◦, 30◦, 60◦, and 90◦ respectively. Arrows show the
direction of the projected magnetic field in this plane. All plots have units in LC radius RLC and have the same color scale.
(A color version of this figure is available in the online journal.)

with x0 ≡ RY /RLC ! 1 and well approaches the CKF solution2

(Contopoulos et al. 1999). In agreement with these solutions,
the current along the open field lines in our simulation is
predominantly of one sign in each hemisphere; however, near the
edge of the open zone there is a distributed return current region
bounded by a strong return current sheet. Instead of a delta-
function current sheet expected in theory, the simulation current
sheet is several grid cells thick, giving λ a finite maximum/
minimum there. The open field lines increasingly resemble the
rotating split monopole solution beyond the LC and become
radial in the poloidal section. The left panel of Figure 1 illustrates
these features.

Next, consider the general oblique rotators. The transition of
current structure is smooth as α increases from 0◦ to 90◦. In
Figure 1, we see that at small inclination angle, α = 30◦, the
pattern of λ is similar to the axisymmetric case, and the current
sheet inside the LC appears slightly wider and weaker. As the
inclination angle increases, there are also current sheet-like
features inside the LC, but the distribution of current becomes
very asymmetric, and more current is returned to the polar cap
through the distributed flow rather than the current sheet. The
current flow in the polar cap is predominantly of one sign (e.g.,
ingoing) for the aligned rotator, bounded by a strong current
sheet of opposite sign (e.g., outgoing), and is symmetric with
respect to the equatorial plane. In contrast, when α = 90◦, the
current flow has different signs in the northern and southern
halves of the polar cap (this can be better seen in Figure 4,
which shows the current through the polar cap, see Section 2.2),
and the current distribution is anti-symmetric with respect to the
equatorial plane. On the periphery of the polar cap there are thin
current layers, as shown in red (upper) and blue (lower) oval
structures in the right panel of Figure 1. The current in these
current layers forms loops connecting the two poles through
the closed zone. Integrating over the polar cap, we find that the
amount of current flowing to the other pole is about 20% of the

2 In our simulation, the numerical resistivity is very low when the equatorial
current sheet is aligned with the grid. Therefore, for inclination angles <10◦

the evolution of the Y-point to the LC takes longer than 2 turns to approach the
expected result (S06). Larger inclination angles are well converged by 1.2
turns. We have checked this convergence by comparing results between 1.2
turns and 2 turns (where we manage to avoid reflection by using a very large
computational domain). No significant difference is found for α > 15◦. In
Figures 1–4, however, we do show the field structure after 2 turns, to allow the
Y-point in the α = 0◦ case to get closer to the LC.

current flowing on open field lines. Such closed current loops for
orthogonal rotators are qualitatively consistent with predictions
of the model by Gurevich et al. (1993), although we find the
amount of current shunting to the other pole to be smaller in our
simulations. The total current on the open field lines (integrated
by magnitude) is just 20% smaller for the orthogonal rotator
than for the aligned rotator, suggesting that the current density
for the orthogonal rotator exceeds the simple expectation of the
speed of light times local Goldreich–Julian (GJ) density on the
polar cap. This current cannot be provided by charge-separated
flow alone and requires abundant pair formation. The details
of the current adjustment in such polar caps are still uncertain
(Lyubarsky 2009).

A thin current sheet outside the LC exists for all inclination
angles; its structure asymptotically approaches the rotating split
monopole solution outlined by Bogovalov (1999). If the current
sheet outside the LC is connected to the star, it must be connected
through a current sheet inside the LC because the current flow
in the CF cannot cross magnetic field lines, as inferred from
Equation (A6). In Appendix B, we show that the amount of
current in the current sheet outside the LC that is connected to
the star monotonically decreases with inclination angle. This
is related to the degradation of the current sheet inside the
LC and the thickening of the Y-region for oblique rotators
shown in Figure 1. These features are unlikely to be caused
by numerical resistivity, and we have tested that the thickness
of the Y-region and the strong current layers inside the LC is
not sensitive to numerical resolution. For the orthogonal rotator,
the current sheet outside the LC is totally disconnected from
the star (see Appendix B). Therefore, the oval structures in the
right panel of Figure 1 are most likely the current loops that
connect the two poles, rather than current sheets connecting
to the outer magnetosphere. This strongly contrasts with the
case of the aligned rotator, where the current sheet inside the
LC unambiguously exists and connects to the equatorial current
sheet outside the LC. While there are definitely strong currents
flowing on the periphery of the open field lines for all other
inclinations seen from Figure 1, determining whether their
thickness is finite or infinitesimal would require further study
(see Section 2.2 for a speculative discussion). Throughout this
paper, we will refer to these current sheet-like features inside
the LC as “strong current layers.”

The charge density necessary to provide corotation of the
magnetosphere is referred to as GJ charge density (Goldreich &
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In line with Gruzinov (2006), Equation (A3), together with the
induction equation, implies E = −β⃗0 × B + ∇χ , where χ is a
scalar function to be determined. The fact that the NS is a perfect
conductor ensures χ to be constant on the stellar surface, while
the FF condition requires χ to be constant along magnetic field
lines. Therefore, χ must be constant everywhere, completing
the proof for Equation (1).

Gruzinov (2006) proved Equation (2) by using the variational
principle. Despite the mathematical beauty of this method, the
physical meaning of λ is not explicitly seen. Below we prove
Equation (2) from direct calculation.

We begin by substituting Equation (A2) into Ampere’s law
of Maxwell’s equation, and making use of Equation (1), one
immediately obtains

∇ × [B + β⃗0 × (β⃗0 × B)] = j − ρ(Ω × r). (A4)

It remains to show that B ∥ ( j − ρ(Ω × r)). This becomes
obvious since the FF current can be cast into (see Equation (2)
of Spitkovsky 2006)

j = ρ
E × B

B2
c + j∥, (A5)

where j∥ is the current density that is parallel to B. Because of
Equation (1), the corotation velocity Ω × r can be decomposed
into the E × B drift velocity and a component that is parallel
to B.

In sum, we have reached a remarkably simple and clear
formula

λB = j − ρ(Ω × r) ≡ jC, (A6)

where jC is the current density in the CF (Schiff 1939; Grøn
1984). Therefore, in the CF, the magnetic field line and current
are parallel to each other. The ratio between jC and B is denoted
by λ and is constant along the magnetic field lines.

APPENDIX B

CURRENT SHEET IN THE FORCE-FREE FIELD

In this Appendix, we show that the current in the current
sheet outside the LC in the FF field does not necessarily connect
to the star. Our discussion adopts Bogovalov (1999)’s solution.
It describes the field structure of a rotating split monopole,
and asymptotically approaches to the FF field at large radii.
Bogovalov’s solution reads

Bm = f0

r2
(er − Reφ)η(r, θ,φ), (B1)

where the subscript “m” represents monopole, f0 is an arbitrary
constant, R = r sin θ is the cylindrical radius, and

η(r, θ,φ) = D(sin α sin θ sin(φ + r/RLC)
+ cos α cos θ ) ≡ D(x), (B2)

where D(x) = 1 for x > 0 and D(x) = −1 for x < 0.
The current sheet lies on the surface determined by x = 0,

namely,
cot θ = tan α sin(φ + r/RLC). (B3)

Clearly, we have π/2 − α ! θ ! π/2 + α. One can find the
normal direction of this surface to be

n = 1√
1 + 2A2

(Aer − eθ + Aeφ), (B4)

where

A = [1 + tan2 α sin2(φ + r/RLC)] tan α cos(φ + r/RLC). (B5)

The natural frame to calculate the current in the current sheet is
the CF, where the current is given by Equation (A4). In addition
to the curl of B, the CF current has contribution from the curl
of β⃗0 × E term. Therefore, it is useful to define

Hm ≡ Bm + β⃗0 × (β⃗0 × Bm)

= f0

r2
[(1 − R2)er − Reφ]η(r, θ,φ). (B6)

The surface current density in the current sheet in the CF is then
given by

J = n × (H+
m − H−

m), (B7)

where superscripts “+” and “−” denote the quantities just above
and beneath the current sheet.

It is useful to look at two special cases, namely, the aligned
and orthogonal rotators. For α = 0, we have n = ez. From
the above equations, it is obvious that J has both radial
and azimuthal components. The radial component connects
the current to the star and decreases as 1/r . The azimuthal
component asymptotically approaches a constant. Integrating
over a circle with radius r, one obtains the net current carried
by the current sheet that connects to the star

I0 =
∫ 2π

0
Jr

∣∣∣∣
α=0

rdφ = 4πf0. (B8)

Note that I0 is a constant that does not depend on r, reflecting
the conservation of current. One can also check that I0 equals
the amount of current flowing from the star (outside the current
sheet), but with a minus sign, as expected:

Istar,0 =
∮

θ ̸=π/2
(∇ × H)

∣∣∣∣
α=0

· er r
2 sin θdθdφ = −I0. (B9)

For α = 90◦, A → ∞, thus n = (er + eφ)/
√

2. Plugging into
the above equations, one finds that J has only the θ̂ component.
This means that the current in the current sheet is not connected
to the star, but forms poloidal loops in the θ̂ -direction. In
the FF field from our simulations, we do observe such loops
in the current sheet outside the LC. Since they are not connected
to the star, it becomes clear that there is no current sheet in the
inner magnetosphere for the orthogonal rotator.

After some algebra, we obtain the general expression of the
current carried by the current sheet that is connected to the star

Isheet(α)
I0

=
∫ 2π

0

sin θ√
1 + 2A2

dφ

2π
, (B10)

where θ is determined by Equation (B3) and A is given by
Equation (B5). The quantity does not depend on r, as expected.
Moreover, one can check that this quantity also equals the net
current flowing from the rest of the star

Istar(α)
I0

= − 1
2π

∮
cos θ sin θD(x)dθdφ, (B11)

where x is given by Equation (B2). The dependence of Isheet
on an inclination angle α is shown in Figure 13. We see that
the amount of current in the current sheet that is connected
to the star monotonically decreases with α. This is related to
the degradation of the current sheet inside the LC discussed in
Section 2.1.

λ map 磁気圏のFFも完全でないのかも
BCに注意

トルクをよく考えていない理論は他にもある。
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いろいろな電流の可能性も
今後の検討課題


